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𝜆𝜆𝑡𝑡 = 𝛾𝛾 + �
0
𝑡𝑡−
𝛼𝛼𝑒𝑒−𝛽𝛽(𝑡𝑡−𝑠𝑠)𝑑𝑑𝑁𝑁𝑠𝑠 , 𝑡𝑡 ∈ 0,𝑇𝑇
















1 + 𝜖𝜖𝑠𝑠, 𝑋𝑋𝑡𝑡1 + 𝜖𝜖𝑡𝑡 ,
𝑋𝑋𝑢𝑢
2 + 𝜂𝜂𝑢𝑢, 𝑋𝑋𝑣𝑣2+𝜂𝜂𝑣𝑣
観測ノイズ𝜖𝜖, 𝜂𝜂の混入
【拡散過程によるモデリング】
二次元の潜在株価過程 𝑋𝑋𝑡𝑡 = (𝑋𝑋𝑡𝑡1,𝑋𝑋𝑡𝑡2) は確率微分方程式
𝑑𝑑𝑋𝑋𝑡𝑡 = 𝜇𝜇 𝑡𝑡,𝑋𝑋𝑡𝑡 ,𝜎𝜎∗ 𝑑𝑑𝑡𝑡 + 𝑏𝑏 𝑡𝑡,𝑋𝑋𝑡𝑡 ,𝜎𝜎∗ 𝑑𝑑𝑊𝑊𝑡𝑡 , 𝑡𝑡 ∈ [0,𝑇𝑇]
を満たすとする. ただし, 𝑊𝑊𝑡𝑡は標準ブラウン運動, 𝜇𝜇, 𝑏𝑏は既知の関数, 𝜎𝜎∗は𝑑𝑑次元未知パ
ラメータである. 𝑋𝑋𝑡𝑡
1,𝑋𝑋𝑡𝑡2の観測時刻はそれぞれ𝑠𝑠01, 𝑠𝑠11, … , 𝑠𝑠𝑙𝑙1と𝑠𝑠02, 𝑠𝑠12, … , 𝑠𝑠𝑚𝑚2 で与えら
れるとする （非同期観測） . さらに平均0の独立同分布の観測ノイズ(𝜖𝜖𝑖𝑖)0≤𝑖𝑖≤𝑙𝑙 ,
(𝜂𝜂𝑗𝑗)0≤𝑗𝑗≤𝑚𝑚に対して, 観測データは
𝑌𝑌𝑖𝑖





が得られ, 最尤型推定量 �𝜎𝜎𝑛𝑛は �𝜎𝜎𝑛𝑛 = argmax𝜎𝜎𝐻𝐻𝑛𝑛(𝜎𝜎, �𝑣𝑣1,𝑛𝑛, �𝑣𝑣2,𝑛𝑛)により得られる.
但し, �𝑣𝑣1,𝑛𝑛, �𝑣𝑣2,𝑛𝑛はそれぞれ𝜖𝜖0,𝜂𝜂0の分散𝑣𝑣1,∗, 𝑣𝑣2,∗の推定量である.
観測数のオーダーを𝑏𝑏𝑛𝑛と書くと, 提案推定量 �𝜎𝜎𝑛𝑛は一定の条件の下𝑛𝑛 → ∞で以下の漸
近混合正規性を満たす:
𝑏𝑏𝑛𝑛









自然数𝑛𝑛に対し, Nt𝑛𝑛が強度𝑛𝑛𝜆𝜆t𝑛𝑛をもつとする. 但し, 
𝜆𝜆𝑡𝑡
𝑛𝑛 = 𝛾𝛾 + �
0
𝑡𝑡−
𝛼𝛼𝑒𝑒−𝛽𝛽(𝑡𝑡−𝑠𝑠)𝑛𝑛−1𝑑𝑑𝑁𝑁𝑡𝑡𝑛𝑛 , 𝑡𝑡 ∈ 0,𝑇𝑇 .
この時パラメータ𝛼𝛼,𝛽𝛽, 𝛾𝛾のデータ Nt𝑛𝑛 0≤𝑡𝑡≤𝑇𝑇に対する最尤推定量を �𝛼𝛼𝑛𝑛, ?̂?𝛽𝑛𝑛, �𝛾𝛾𝑛𝑛とおくと,
𝑛𝑛 �𝛼𝛼𝑛𝑛 − 𝛼𝛼, ?̂?𝛽𝑛𝑛 − 𝛽𝛽, �𝛾𝛾𝑛𝑛 − 𝛾𝛾 →𝑑𝑑 𝑁𝑁 0, �Γ− ⁄1 2 .
但し, �Γは𝛼𝛼,𝛽𝛽, 𝛾𝛾から定まる3 × 3行列.
【ホークス過程の最尤推定】
ホークス過程の対数尤度関数
𝑙𝑙𝑛𝑛 𝛼𝛼,𝛽𝛽, 𝛾𝛾 = �
0
𝑇𝑇log 𝜆𝜆𝑡𝑡 𝛼𝛼,𝛽𝛽, 𝛾𝛾 𝑑𝑑𝑁𝑁𝑡𝑡 − �
0
𝑇𝑇
𝜆𝜆𝑡𝑡 𝛼𝛼,𝛽𝛽, 𝛾𝛾 − 1 𝑑𝑑𝑡𝑡
を最大にする𝛼𝛼,𝛽𝛽, 𝛾𝛾を求めることにより, 最尤推定量 �𝛼𝛼, ?̂?𝛽, �𝛾𝛾が計算される.
【応用例】
点過程を用いた株式板情報のモデリングの応用例として, 株式の大量執行時の株価変
化の予測（マーケット・インパクト）がある. 年金基金等の機関投資家は大量の株式を保
有しているため, 株式の売買執行が株価を大きく動かしてしまうという問題を抱えている. 
株式板情報を点過程でモデリングすることで最適な執行戦略をシミュレーションから求め
ていくことが可能になると期待される.
＜株式板情報＞
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